6. cviceni - TeSeni

Priklad 1 (a) f(z,y) =e® a M = {[z,y] € R} 2? +2y* < 1}

Funkce f nezavisi na proménné y, proto nas budou zajimat MY (respektive nas zajima UycrMY).
Mnozina M je elipsou, pfi¢emz z-ova poloosa je 1. Vidime, Ze nejvétsi MY je [—1, 1]. O funkci e vime, Ze je
rostouci. Z toho dostévame, ze maxys f(z,y) = max,¢c(_1 1) €* = e a minys f(z,y) = minge|_q e = e L.

Urceme jesté, kde f svych maxim a minim nabyva v mnoziné M. Maxima nabyva v p¥ipadé, ze x = 1.
Aby [1,y] € M, musi platit, Zze 12 + 2y < 1, tedy y? < 0, tedy y = 0. Proto f nabyva svého maxima na
mnoziné M nabyva pouze v bodé [1,0]. Podobné se odvodi, Ze minima na M nabyvéa pouze v bodé [—1,0].

Priklad 1 (b) f(z,y) =z a M = {[z,y] € R}z € [0,2],y € [0,1],22 +y < 2}

Ziejmé plati, ze M C B(0,3), neb maximalni hodnota /22 + 42 pro x € [0,2],y € [0,1] je V5 < 3.
Mnozina M je tedy omezena. Ukézeme jesté, Zze M je uz. To nam da, ze M je kompaktni, dle véty ?7.
Dle véty 77 pak budeme védét, ze funkce f na M nabyvéi extrému.

M=_2r+y<2|N[z>0N[z<2/N[y>0]N[y <1]. Dle véty ?? je M prinikem uz. mnozin, dle
véty 77 jde tedy o uz. mn.

Urceme tedy nyni supremum a infimum f na M a kde svych extrému na M nabyva. Opét nas zajimaji

MY ={zx e R: [x,y] € M}. .

05

=)
=
o

A\

Z obrazku vidime, ze Uyer MY = [0,1]. Jelikoz f je rostouci v proménné = dostavame, ze maxys f =

Ziejmé f nabyva minima v bodech [0,y],y € [0, 1], a maxima v bodé [1,0].

Priklad 1 (c) f(z,y) =22 +y* a M = {[z,y] € R%; 2% + 4y = 1}

M je elipsa s poloosami 1, %, proto M C B(0,1). Navic je dle véty ?? M uz., tedy dle véty ?? je komp.
Dle véty 77 f, jelikoz je spojité, nabyva na M extrémd.

Plati, ze M = [m2 =1—-4y’ yec [—%, %H Tedy plati

{f(z,y): [x,yl € M} = {1—4y2+y2: y € [—;ﬂ}z {1—3y2:y2€ [O,H}-

Dostavame {f(z,y): [v,y] € M} = [},1]. Pak maxs f = 1, miny; f = . Funkce f nabyva maxima v
piipadé, ze y = 0, tedy v bodech [£1, 0], a minima v pifpadé, ze y? = %, tedy v bodech [0, :I:%]

Piiklad 1 (d) f(z,9,2) = (x+y)? +(x—y)? +za M =[-1,1]?

M je krychle a jelikoz je M zifejmé kompaktni a f spojita, tak dle v&ty 7?7 f nabyva extrémi na
mnoziné M.

Ziejmé plati:

s&pf:sup{(a:+y)2+(x—y)2+z T,Y,2 € [_171]} =

:sup{2x2+2y2: z,y € [-1,1]} +1=5,

ij\r}lff:inf{2x2+2y2—l—z: z,y,2€ [-1,1]} =040—-1=—1.
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Ziejmé téz plati, Ze f nabyva maxima v bodech [1,1,1],[1,-1,1],[-1,1,1],[-1, —1, 1] a minima v bodé
0,0, —1].

Piiklad 1 (e) f(x,y) = 22 + 122y + 2y* a M = {[z,y] € R%;42? + y*> =1}

M je elipsa a podobné jako diive se d& ukézat, Ze jde o kompaktni mnoZinu a proto f nabyva na M
extrém.

Pomoci véty ?? zjistéme extrémy f na Int M a porovnejme je s hodnotami na H(M).

Plati: f(z,y) = 2z + 12y, f,(2,y) = 4y + 12z.

Ziejmé parcidlni derivace existuji v€ v8ech bodech Int M. VySetfeme, zda jsou nékde v Int M obé

nulové.
Obé derivace jsou tedy zavorven nulové v pripadé, ze x = —6y a —6y = _%y’ tedy pokud z = y = 0.

Avsak [0,0] ¢ M. Proto f svych extrémii nabyva na H(M).

Jelikoz M = [y? = 1 — 42?], mlizeme vySetfovat maximum a minimum vyrazu f (x, +v1-— 41‘2> pro

rtz 0<1—4x?-tj. prox € [—%,%]

f (24T = 402) =02 £ 1201 = 422 42 (1 - 4a?) = ~Ta? + 2 120y/T — 422, piicems a? € [0,3].
Provedeme-li substituci a = x?, pak hledani extrému funkce f na intervalu [—%, %] prechézi na hledani

extrému funkce f(a) = —7a + 2 4 12v/a — 4a? na intervalu [0, 1].

f'(a)——716(1_8a) _ —7Va—4a2£6 (1 — 8a)
N \/m_ m

Flla)=0 <= —7Va—4a2+6(1 —8a) =0

—7Va—4a2 +6(1—8a) =0
+6(1 - 8a) =T7Va — 4a?

36 (1 — 8a)* = 49 (a — 4a?)
2500a* — 625a + 36 = 0

e
“=125" 100

Provedeme-li desubstituci, dostavame nasledujici body, které jsou podezielé z maxima: [x,y] € { [:I:%, :l:%] , [:t

Dosadime vSechny varianty a vybereme nejvétsi a nejnizsi hodnoty. Dostavame, Ze maxima hodnoty

1?7 nabyvéa f v bodech [%, %] , [—%, —%] a minima hodnoty —2 nabyva f v bodech [%, —%} , [—%, %]

Priklad 1 (f) f(z,y) = (22 + y)e 1) a M = R2

falw,y) = 2we () 4 (332 + ?J2)€_($2+y2) (—2z) = 2we~ (@ +y?) (1 —z? - y2)
Fylw,y) = 2ye” ) (1 22 — 4?)

fizy) =0 <= (z=0V1=2a?+¢?

fole,y) =0 <= (y=0Vv1 :x2+yz)

Z véty 7?7 vyplyva, Ze body podezielé z extrémi jsou pocatek a mnozina [z2 + y? = 1].
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f(0,0) =0 ana [z2 +y? = 1] je f rovna 1

e’

Jiny zptsob:
Provedme substituci a = 22 + y2,a € [0, ) a zkoumejme funkci g(a) = ae™%.

g'(a)=(1—a)e"
§da)=0 < a=1
Funkce g je na intervalu [0, 1] rostouci a na [1, 00) klesajici, pficemz ¢g(0) = 0,g(1) = %, g(a) = 0 pro
a — oo a nuly nabyva pouze v a = 0. Z toho dostavame, Ze funkce g nabyva svého maxima é v bodé

a =1 a minima 0 v bodé a = 0.
Pak funkce f nabyva minima 0 v bodé [0, 0] a maxima % v bodech [z, ], které spliwji, ze 2% +y? = 1.

Piiklad 1 (g) f(x.y) = (x +y)e 2 a M = {[z,y] € R%2 > 0,y > 0}

fal,y) = 7% — ofa 4 y)e 2 = 2H(1 2z +
fyl,y) = €27 = 3w 4 y)e 2 = 21— 3z +y))
1
fi=0 < z+y= 3
1
! —
Jy=0 = z+ty= 3

Dle véty 7?7 funkce f na mnoziné Int M nenabyva extrémi.

Zbyvé vysetiit jeji hodnoty na hranici. f(z,0) = ze 2 a jeji derivace zde (tj. na z-ové poloose) nam
tika, Ze extrému se zde nabyva pro x = % - a to hodnoty i Podobné f na y-ové poloose nabyva lokalniho
extrému é pro y = % Ziejmé ma funkce f minimum 0 v bodé [0, 0].

Hodnota i je lokdlnim maximem funkce f na M. Zbyva ukézat, Ze jde o globalni maximum. M.
Chceme tedy ukézat, Ze Chceme tedy ukézat, Ze pro kazdé z,y > 0 plati 2—16 > (2 + y)e 2273Y. Upravme

nerovnici.

1
%—(Hy)mzo

e2t3Y _ 2(x +y) >0
2e2x+3y -
623:—0—33/—1 . 2(1, + y) Z 0

Zderivovanim funkce g(z,y) = e?*+3¥=1 — 2(x + y) zjistime, Ze posledni uvedena nerovnost plati vzdy
(viz nize), tedy hodnota 5- skutetné globalnim maximem f na M.

ola,y) =2 (271 —1)
g (r,y) = 3H T 9
gh=0 < 20+3y—1=0

2
g;:() = 23:+3y—1:1n§

Uvazujme pevné dané y > 0. V z-ovém sméru pak funkce g klesa do x = % (1 — 3y), pak roste. Plati
g (% (1-— By)) =y > 0. Pokud tedy ¢(0,y) > 0, pak je g(z,y) > 0 pro kazdé z > 0. Ukazme nyni, Ze
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9(0,y) > 0 proy > 0. Pro y = 0 je to ziejmé. Funkce g v y-ovém sméru klesa do y = % (ln% + 1) a
pak roste (vidno z g, ). Plati, Ze g (0, % (ln§ +1)) = —% ln% > 0. Nejmensi hodnota funkce g na kladné
poloose ¥ je tedy kaladna, g je proto na kladné poloose y kladné, coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 1 (h) f(z,y) = (z+y)e 2 a M = {[z,y] € R% 2 > 0,y > 0}

Podobné jako v predchozim prikladé dojdeme k tomu, Ze f nenabyva na M extrému. MuZeme tedy
jen ur€it supremum a infimum.Stejné jako v predchozim piikladu se ukéze, ze é je horni zadvorou mnoziny
f(M) a 0 dolni zavorou.

UkéZeme nyni, Ze se k hodnotdm 0, i 1ze libovolné pfiblizit - z toho plyne, Ze jde skutecné o infimum
a supremum.

Hledame posloupnost bodt [z,,y,] € M t.z. f(xn,yn) — 0. Vime, ze f(0,0) = 0 a Ze f je spojité.
Staci tedy volit posloupnost tak, aby konvergovala k 0 a pak ze spojitosti f a Heineho véty dostavame, Ze

f(xn,yn) — 0. Posloupnost lze volit napt. takto: z, =y, = %

Stejnou myslenkou dostavame, Ze sta¢i najit posloupnost bodu [z, y,] € M t.z. konverguji k bodu
[%, 0}. Body lze volit napf. takto: x, = %,yn = %

Priklad 1 (i) f(z,y) = (22 + by?)e~ B +v*) 4 M = R2
Derivujme funkci f - tim dle véty 77 ziskime body podezielé z extrému.

fi(z,y) = 2ze~ (B V) 4 (z% + 5y2)e_(3w2+y2) (—6x) = e~ (3 +y?) (2z — 62> — 30zy?)
f{/(m,y) = ¢~ (32°+v?) (10y — 2yx? — 10y3)
1
fi=0 < 2z (1-32° - 15¢°) =0 < <:L':0\/:E2:3—5y2>
fi=0 << 2y(5-2>-5y") =0 < (y=0Vva®=5—5y")

Body podezielé z extrému jsou [0, 0], [0, £1] a [j:%, 0}.

£(0,0)=0
FO.1) = £0,-1)=>

1 1 1

1(50) =7 (-50) -5
Ziejmé pro kazdé z,y € R plati, ze f(x,y) > 0. Funkce f tedy nabyva svého minima 0 v bodé [0, 0].
Podobné jako diive se ukaze, ze 2 je globalni maximum.
Priklad 2 (a) f(z,y,2) =2 —2y+2za M = {[z,y,2] E R} ;2% + ¢y + 22 =1}
Pouzijeme vétu ?? (Lagrangeova véta o multiplikiatoru) - ta nam da body podezielé z extrému (pro

funkeci f na mnozing M). Zadefinujme funkci g(x,y) := 22 + y? + 22 — 1. Pak M = [g = 0].

Spoctéme parcialni derivace g a vyjadieme Vg.

9z (2, y,2) = 2
9y(T,y,2) =2y
9:(z,y,2) = 22
Vy(z,y,z) = (2z,2y,22)
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Plati nasledujici.

Vg=0 <= 20=2y=22=0 <= 2=y=2=0 < [z2,9,2] =0,0,0]

JelikoZ jediny bod, ve kterém ma g nulovy gradient, se nachézi mimo M ([0, 0,0] ¢ M), tak z podminky
(I) neodstavame zadné body podezielé z extrémi. VySetFeme nyni podminku (11).

folz,y,2) =
fo(z,y,z) = =2
z(xvya ): 2

Vi(x,y,z)=(1,-2,2)

Pak rovnost V f(x,y, z) + AVg(x,y, z) = 0 nAm dava nésledujici soustavu.

1+X22x=0
—24+ X2y =0
24+ A22=0

Vyjadienim A\ dostavame nasledujici sadu podminek (v8imnéme si, ze pokud by z, y nebo z bylo nulové,
pak by piislusna rovnice nemohla byt splnéna, tedy BUNO z,y, z # 0).

-1
A= —
2z
2 1
A= — = —
2y oy
-2 -1
A= —
2z z
-1 1 -1
)\:7:7:7
2x Y z
1 -1
—=— = y=—z
Y z
—1_—1 z
2wz 2—x

Spolecné s tim, Ze bod podeziely z extrému by mél byt prvkem mnoziny M dostdvme néasledujici
soustavu.
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Dosazenim poslednich dvou rovnic do prvni dostdvame:

Z\ 2
(3) + =+ =1
2
z
4222 =1
4+z

9
2

2=
S

4 2
=2, z=+4=

9 3
Podezielymi body z extrému tedy jsou (pomoci z ziskdme z,y): [%, —%, %] , [—%, %, —%]
Dle véty 77 lze snadno ukazat, Ze M je kompaktni a z véty 77 plyne, Ze f nabyva na M extrému. Z
véty 77 jsme dostali jediné dva body podezielé z maxima. VySetfeme funkéni hodnoty f v téchto bodech.

p(lo22y_1 449
333/ 3 3 3 3
12 2 -1 4 4
f(—3,3,—3)—3—3—3——3
2

(. . . . 122 ‘s 12
Dostavame, ze f nabyva maxima 3 na mn. M v [§ -3 §] a minima —3 v [—3, 3 —3].

Piiklad 2 (b) f(z,y,2) =2 -2y +2za M = {[z,y, 2] e R} ;22 + > + 22 =1, 2+ y + 2 = 0}
Pouzijeme vétu ??. Pouzijeme vétu ??. Zadefinujme g1 (z,y, 2) := 22 +y?+22—1, go(x,y, 2) := z+y+2.
Pak M = [g1 = 0,92 = 0]. Pak plati:

(91)3 (2, y, 2) = 2
(91)y (2, y,2) =2y
(91)%(2,y, 2) = 22

Vg (z,y,z) = (2z,2y,22)
(92)5(7,y,2) =
(g2)y(2,y,2) = 1
(92)2(2,y,2) = 1
Vga(z,y,z) = (1,1,1)

Plati nasledujici.

k
Var=k Vg < 20 =2y=22=k — T=y=z=3

Pokud by existoval bod [z,y,z] € M a k € R takové, ze Vg1 = k- Vga, pak by muselo platit, ze
k=0=2xz=y =z (z podminky go = 0 na M). To je ale v rozporu s tim, ze g3 = 0. Odsud tedy
nedostavame zadny podeziely bod.

K vysetfeni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

fo(@,y,2) =1
fy(z,y,2) = =2
fiw,y,2) =2
Vf(z,y,z)=(1,-2,2)
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Rovnice Vf + aVg; + 8Vgs =0 a g1 = 0 = g2 dava nésledujici soustavu.

14+2az+8=0
—242ay+p4=0
24202+ =0
x2—|—y2+z2:1
c+y+2z=0

7 prvnich t¥i rovnic dostavame —f3 = 1 + 2ax = —2 + 2ay = 2 4+ 2az. Z toho plyne nésledujici.

20(r —y) = -3
2a(y —z) =4
Py 4+22=1
rT+y+z2=0

Z prvnich dvou rovnosti specialné plyne, ze o,z — y,y — z # 0 (neb soudin neni roven nule, tedy ani

¢initelé nemohou byt rovny nule). MuZeme tedy prvni dvé rovnosti podélit, ¢imz dostaneme:2a = x_fS =

y
yfz. Z toho prenasobenim jmenovateli dostavame, ze —3y 4+ 3z = 4x — 4y. Mame tedy soustavu:
y=4x — 3z
T+y+2=0 = v=-y—2
2yt 2=1
Prvni dvé rovnosti davaji y = —4y — 4z — 3z = —Tz=5y — z = —%y.
7 toho dale plyne, ze ¢ = —y — 2z = —y + %y = —%y. Dosadime do posledni rovnice a dostdvame
nésledujici.

2\* 5 \°
_Z ~2y) =1
(5) = (=5n)

4 25
— 2y Ty =1

19 19
78
L2 =1
197
.

78
Celkové podezielymi body jsou: [—\/%, \/%, —\/%] , [\/%, —\/%7 \/% )

Dle véty 77 lze snadno ukazat, ze M je kompaktni a z véty 7?7 plyne, Ze f nabyva na M extrémui. Z
véty 77 jsme dostali jediné dva body podezielé z maxima. VySetfeme funkéni hodnoty f v téchto bodech.

f( 2 7 5) —2-14—10  —26
V78 VT8’ \ﬁ VB VT

f(f?s’r )
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26 2 7 —26 2 7 5

. . 26 2 i o . . —26 2 7 5
Maximum: 75 V| T v vrs | Winimum: 28 v [ NIk
Piiklad 2 (c) f(z,y,2) = 2yz a M = {[z,y,2] e R*2® +y* + 2> <L,z +y + 2 > 0}
Ziejmé Int M # (). Proto vySetfime funkci f na Int M a pak na H(M).
K vySetfeni extrému na Int M pouZijeme vétu ?77.

fo(@,y,2) = yz
fz’/(w,y,z) =xz
f;(xaya Z) =Ty

Dle véty ?7? dostavame, Ze bod [0,0,0] € M je bodem podezielym z extrému.
Nyni vySetfeme chovani f na hranici. Zadefinujme

gi(7,y,2) =22 + >+ 22— 1, g(r,y,2) =z +y+z

Z definice hranice lze ukazat, ze H(M) = ([gn = 0N M)U([g2 =0 N M) =[g1 = 0,92 > 0]U[ga = 0,01 <
0l =1[g91 =0,92 >0]U[g2 =0=g1]U[g2 = 0,91 < 0]. VySetfeme tedy chovani funkce f na v8ech tfech
mnozinach v posledn rovnosti - pouzijeme véty 77, ?7. Spoctéme nejdiive parcidlni derivace funkci g1, g.

Poznamka: je tfeba to takto rozdélit, neb vétu 77 lze pouzit jen pro G otevienou. Nelze tedy zkoumat
[g1 = 0, g2 > 0] pomoci véty ??, ale pouze mnozinu [g; = 0, g2 > 0].

e (g1 = 0,92 > 0] Pouzijeme vétu ?? na mnozinu {z € [g2 > 0]: gi1(z) = 0} (G ze znéni véty je tedy
ot. mn. [g2 > 0]).

(1):

vyl =0 < [.’E,y,Z] = [07070}

Pocatek nespliuje podminku g; = 0, nedostavime tedy podeziely bod.

(11):

Rovnice Vf 4+ AVg; = 0 spoletné s g1 =0 a z 4+ y + z > 0 dava nasledujici soustavu.

yz+ 2 =0
xz+ 2y =0
Yy +2Xz=0
?+yP =1
z+y+z2>0
Prvnf tfi rovnice davaji: 2 z = —yz,2\y = —xz,2 2z = —zy. Je-li A = 0, pak musi alesponi dvé z

x,y, z byt nulové. Z podminky go > 0, pak dostdvame, ze zbyld musi byt kladna. Podminka g; = 0 pak
dava, ze zbyla proménna musi byt rovna jendé. Dostavame tedy body [1,0,0], [0, 1, 0], [0, 0, 1].
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Predpokladejme nyni, Ze A # 0. Pak je-li jedna z proménnych x, y, z nulova, musi byt viechny nulové
(neb 2A\x = —yz,2\y = —xz,2X\z = —zy). MuZeme tedy predpokladat, ze x,y,z # 0. Ze zminénych
rovnosti pak dostavame néasledujici.

—yz  —xz Ty

A= 5y % = — rx==1y, z==1y
Pyt =1 = yQ:%
r4+y+2z>0 = podezielé body jsou: [1, L, 1} , [—1, L, 1] , [1,:&1,4:1]
3 V3 V3 3'V3' V3 3 V3 V3
Podezielymi body z této ¢asti hranice jsou:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
[0,0,0],[1,0,0],]0,1,0],[0,0,1], [\/5,3,3] , [_\/g’g’g] ) [\/g, 73 \/3]

)
=
N
=)

e [g2=0,91 <0] véta ?? pro G = | ]
(I): Vg1 #0 = Zzadné podezielé body.
(1)

Rovnice Vf + AVge = 0 spolu s [z,y, 2] € [g2 = 0,91 < 0] dava nasledujici.

yz+A=0
xz+A=0
xy+A=0
rT+y+z=0

4y + <1

Prvni tfi rovnice, podobné jako vySe, davaji, ze alespon dvé z proménnych x, y, z jsou nulové. Podminka
x + 1y + z = 0 pak dava, ze nutné x = y = z = 0. Pocatek je jiz zahrnut v podezielych bodech.

Nedostali jsme tedy zaddné nové podezielé body.

e [g1 = 0 = g5] Pouzijeme vétu ?7?.

(1):

Vg1=k-Vgo = k=2r=2y=22z = z=y=2

Zaroven chceme, aby go(x,y,2z) = 0, z ¢ehoZ plyne, Ze x = y = z = 0 a poc¢atek jiz mame zahrnut v
podezielych bodech.

(1)

Rovnost Vf + aVg) + BVga = 0 spoletné s g1 = 0 = go dostavame nsaledujici soustavu.

yz +2ax+ =0
xz+2ay+ =0
xy+2az+ =0
x2—|—y2—|—22:1
z+y+2=0
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Prvni tfi rovnosti davaji: —8 = yz 4+ 2ax = xz + 2ay = xy + 2az, coz dava:

20(z —y) = 2(z - y)
20(y — 2) = a(y — 2)
P+ =1
r+y+z2=0

Pokud x — y = 0, pak dostavame z x + y + z = 0, Ze z = —2x. Dosadime do predposledni rovnice a
dostaneme:

1

20 + (—22)? =1 = 62’ =1 = 2 =+—+~.

(—2z) 7
" e o1 2
Podeztelé body: :I:\/é, :l:\/é7 :F\/g}

Pokud z — y # 0, budeme uvaZovat dvé situace: y —z = 0 y — z # 0. Obé situace dopadnou velmi

analogicky a dostaneme nasledujici body: [:F%, :I:%, i%} , [i%, :F%, i%]
Celkové podezielymi body jsou:

[000][100][010}[001][1 ! 1][ 1 1][111¢1]
) ) ) ? ) ) ) ) ) ) y ) \/g? 37 3 ) 37 37 3 ) \/g? \/g? \/g b
1 2 1 2 1 1 1 1 2
:l:77:':77:t7 9 :F7:|:7j::| ’ |::|:7:|:7:F:| .
[ V6 V6 \/6} [ V6 V6T V6 V6 V6 V6
Dle véty ?? lze snadno ukazat, ze M je kompaktni a z véty 7?7 plyne, Ze f nabyvid na M extrémad.
VySetfeme hodnoty f v podezielych bodech.

f(0,0,0) = f(l,0,0) = f(O,l,O) = f(0,0,l) =0

1 1 1 1
/ <¢w:w§> BENE
(i) G )1 G o) -
A e R e R C e R
((osan) -1 Gadoae) -1 (o)

] L1 11 1 i o1 1 1 1 I g
Maximum: 55V {ﬂ,\/g,\/g],mlmmum. 3\/§V[ \/37\/5’\/4’[ 3’if’:':\/§]'
Pi#iklad 2 (d) f(z,y,2) =sinx-siny-sinz a M = {[z,y,2] ER*z+y+2 = 5,2 >0,y >0,z >0}
Pouzijeme vétu ??. Zadefinujme g(z,y,2) := v +y+2—-5,G = [+ > 0,y > 0,z > 0]. Pak
M ={zx € G: g(z) =0} a G je oteviena (vime z teorie ze 2. cviceni).

gz, y,z) =1
gy(z,y,2) =1
g.(z,y,2) =1
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Plati : Vg # 0. Podminka (I) ndm tedy nedéava zadné body podezielé z extrému.
K vySetieni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

fi(z,y,2) =cosz-siny-sin z
f;(a:,y, z) =sinx - cosy - sin z

fi(x,y,2) =sinx -siny - cos z

Rovnice Vf 4+ AVg = 0 davé néasledujici soustavu.

cosx-siny-sinz+A=0
sinx-cosy -sinz + A =0

sinx -siny -cosz+ A =0
Jejim vyTeSenim dostavame:

coST - Siny = sinx - cosy
cosy -sinz = siny - cos z

cosy -sinz =sinx - cos z

Soustavu mimo jiné fesi zfejmé body, pro které cosx = cosy = cos z = 0, nebo sinz = siny = sinz = 0.
To ale nemuze nastat pro [z, y, z] € M, neb z definice M plyne, Ze specialné z,y, z € (0, 7/2]. MuZeme tedy
predpokladat, ze veskeré cos a sin v predchozi soustavé jsou nenulové, mtzeme jimi tedy délit.Dostavame,
zetgr =tgy = tgz. Tedy r = y+km = z+Im pro vhodna k, ! € Z. Vezmeme-li v ivahu, Ze z,y, z € (0, §],
dostavame, ze k =1 = 0. Tedy [z,y, 2] = [a,a,a] pro vhodné a € (0, §]. Z podminky x +y + z = T pak
plyne, Ze a = %.

Celkoveé podezfeljrmiZbody jsou: [%, & %]

- 1

F(5:5:6)=(ng)" =5

ZFejmé¢ mnozina M je obsaZena v mnoziné M’ = [g =0,2,9,2 € [0, g]], kteréd je kompaktni. 7Z véty
?? vyplyva, Ze f na M’ nabyvd extrémi a lze ukézat, Ze f na M’ nabyva maxima v [E, %, Z]. Z toho
dostavame, ze [%, & %] je skutecné bod, ve kterém f nabyvad maxima na mnoziné M, neb sup,,; f <
sup,; f a f.

Minima se nenabyva, neb jsme neodhalili Zzddny dalsi bod podezfely z extrému.

Priklad 2 (e) f(z,y,2) = 2y?2% a M = {[z,y,2] ER3; 2+ 2y +3z2=a,2 >0,y >0},a >0

Mnozina M je polorovinou v R3 - rovnice = + 2y 4+ 3z = a uréuje rovinu a podminka z,y > 0 z ni
vysekne jen ,pulku‘.

Pouzijeme vétu ??. Zadefinujme g(z,y,2) :=z+2y+ 3z —a. Pak M =[g=0]N[z > 0,y > 0].

9y (2, y,2) =1
gy(x,y,2) =2
9. (z,y,2) =3
Plati nasledujici.
Vg #0
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Z podminky (1) nedostavame zadny podeziely bod.
K vySetieni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f. (a je konstanta, ¢ili zderivuje se na 0)

fo(z,y,2) = y°2°
fix,y,z) = 2ayz*
f;($’y7 ) - Bny 2

Rovnice V f 4+ AVg = 0 davé néasledujici soustavu.

234 0=0
22yz> + 21 =0
3zy?2% + 30 =0

Pokud by A = 0, pak by muselo platit, ze y?z3 = 2zy2® = 3xy?2? = 0, z ¢ehoz plyne, Ze by muselo
alesponi jedno z x,y, z byt rovno 0. Pak by ovSem neslo o bod mnoziny M. Naopak, pokud A # 0, pak
nemiize ani jedno z x,y, z byt rovno nule a témito proménnymi muzeme délit.

VyfeSenim soustavy pro A # 0 dostavame:

A=y =ayt =y = y=a=2

Dosazenim do rovnosti x + 2y + 3z = a dostavame: 6x = a, tedy = 3.
Celkové podezielymi body jsou: [‘g, & ‘g]
Jelikoz ndm vﬁybel jediny podeziely bod, zbyva nam zjistit, zda jde o minimum, ¢i maximum. Plati, Ze

F(5:6:6) =(5)"
Jelikoz mnozina M’ := [g = 0] N[z € [4,¢]]N [y € [2, £]] je kompaktni (omezend a uzaviend) a jde

o podmonzinu M obsahujici bod [9 4 9}, lze ukazat, ze f v [%, & %] nabyvé lokdlnfho maxima pomoci

666
véty 77 (nabyva tam maxima vzhledem k mn. M’). Ukazme nyni, Ze jde o maximum na mnozingé M (a
nikoli jen o lokalni maximum). Zfejmé, aby byla hodnota f velka, musi byt z > 0. Proto sta¢i uvaZzovat
jen takové body mnoziny M, pro které z > 0. Jelikoz z = 4= 2y x, je tfeba, aby a — 2y — x > 0, aby bylo

z kladné. Tj. je potfeba, aby = + 2y < a. Specialné z < a,y < 5. Staci tedy zkoumat nasledujici.

sup {;Ey2z3: z € (0,a),y€(0,%),z= #} = sup{xyz% (a—x—2y)°:ze(0,a),ye (0,9)}.

TODO

Uvédomme si nejdiive, Ze pokud bychom dosadili krajni hodnoty (tj. vyzkouseli bychom z = 0,y =
0,z = a,y = §), dostali bychom, ze f < 0. Supremum tedy nebude v krajnich bodech.

UvaZujme nejdiive y € (0, %) pevné dané. Zkouméme tedy g(z) = xy22—17 (a—x— 2y)3 na intervalu
(0,a). Funkci g zderivujeme, abychom vysetfili jeji extrémy.

2 2 2
’ vy ry vy
=20 =2 (g — 12— 20)% =

J@) =L a-a-2) - @-w-2pP =L

Body podezielé z extrému pro funkci g jsoua—2 -2y =0 — r=a—2y,a—4x—2y=0 —= zx =
. 2 3
i35 Plati Zegla—2y) = 0ag(§-5) = (§ - 5) & (Ja—3y)".

Zkoumejme nyn{ maximum funkce h(y) = (4 — ¥) & (3a — Qy) proy € (0,%).

(a—x —2y)? (a — 4z — 2y)

W(y) = %y(a — 6y)(a — 2y)°.

Podezielym bodem na intervalu (O, %) jeey=% Avdaném bodé¢ jez =y=z=¢ a f = g—g. Jde
o jediny bod podeziely z extrému, ve kterém vychaz1 kladna hodnota. Jde tedy o supremum, jez jsme

hledali. Mame tedy, Ze sup,,; f = sup {:L‘y2z3: z€(0,a),y€(0,%),z= %_Qy} =(2).
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Funkce f nenabyva na mnoZziné M minima, neb nam nevysel zadny dalsi bod podezfely z extrému.

Priklad 2 (f) f(x,y) =22 +ya M = {[z,y] € R%;4y3 — 4y + 22 =0,y > 0}

Zadefinujme g(x,y) := 4y — 4y + 22. Pak M = [g=0] N [y > 0].

Vsimnéme si, Ze M je kompaktni: Aby 22 = 4y — 43> > 0, musi platit, ze y € [O, %} (uvazujeme-li jen
body z M). Tedy plati, ze M = [g =0]N [y € [0, 3]]. Dle teorie z 2. cvifeni je M kompaktni. Dle véty
7?7 dostavame, ze f jakozto spojita funkce nabyva na M extrémi. Naleznéme tedy jeji lokalni minima a
maxima. Pak nejvétsi a nejmensi nam daji globalni maxima a minima.

Pouzijeme vétu ??. Pro G = [y > 0] muZeme pouzit vétu ?? (je pot¥eba, aby G byla ot.). Navic
vySetiime chovani funkce f na [¢g = 0] N[y = 0]: pokud y = 0, [z,y] € M, pak z = 0. K podezfelym
bodum tedy zafadime jesté pocatek.

/

9o(@,y) = 22
Gy, y) = 12y° — 4
Plati nasledujici.

1
Vg=0 < 20=0=12% -4 <= =0,y =+—

V3

Dostavame pozeziely bod: [0, %} (neb y > 0 dle volby G).

K vySetieni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

folz,y) =22

Rovnice Vf + AVg = 0 dava nasledujici soustavu.

20+ 2 x =0
1+ A (1242 —4) =0

Jejim vyfesenim dostavame za podminky [z,y] € M:

3
5 ) 5) 7 /5
A=l = sy e s VYo =8 12( 12> =3V 12

=012 —440 = 4 —4y=0 = y=0vy=1

Celkové podezielymi body jsou: [:I:q / %1 / %, \/ 152] ,10,0],[0,1], [O7 %]

VysSetfeme hodnoty funkce f v uvedenych bodech. Pak nejvétsi hodnota ndm da maximum a nejmensi

minimum.
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~o o~ 10 5 1 ; .1
Ziejmé 34/ 15 > ek Tedy maximum: 5V

/24 / 5 \/152] a minimum: 0 v [0, 0].
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